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Sistemas Dinamicos (Biolégicos)
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Modelando a Realidade

1)
%/(M i
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Sistema Dinamico

Tempo Discreto (Mapas)

KK Xn+1 = f(Xp); X e R"
X

Tempo Continuo (EDOs)

x(t) = f(x(t));  x(t) e R"

-> O estado de um sistema dinamico é

definido por variaveis de estado e sua Tempo e Espaco Continuos (EDPs)

evolugao no tempo é governada por uma ) , )
; Pe oS g X(t) = f(x(0), X (£),X"(1), ..);  x(t) € R™
equacao de evolucgao.
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Sistema Dinamico - Exemplo

x=10
é, . |
L MW~ _»F(t) zF = mi(t)
& —=—
‘ F(t) — kx(t) — cx(t) = mi(¢)
kz(t)
— F(t
m  — g mi(t) + cx(t) + kx(t) = F(t) EDO 2% Ordem
cx(t)
x(t) = f(x(t)); x(t) e R® Sistema de EDOs
Variaveis de Estado de 1 Ordem
_ (x () _ ( Posicio | #(®) x(t)
x(8) = {X (t)} - {Velocidade} =) = {X(t)} - {i [F(t) — kx(t) — cx(t)]

m
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Sistema Dinamico

Sistema Auténomo

-> Nao depende explicitamente do tempo

x(t) =f(x(t));  x(t) € R"

> Exemplo: Sistema de Lorenz

oly(t) = x(t)]
x(t) = 4x(O)lp —z(O)] = y(©)
x(®)y(t) — Bz(t)

Sistema Nao-Auténomo

-> Depende explicitamente do tempo

x(t) = f(x(t),1); x(t) e R

-> Exemplo: Oscilador Linear

x(t)
x(6) = %[F(t) — e (t) = kx(8)]
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Sistema Dinamico Nao-Autonomo em Autonomo

Sistema Nao-Auténomo Sistema Autéonomo
x(t) = f(x(¢),t);  x(t) ER" I x() = f(x®);  x(®) € R
x1(t) = f1(x1(6), ) X (t) = f1 (x1 (t))
(0 = f,(ea(0), 0) & (0 = f5(x(0)
xn(t) = fn(xn(t)r t) )'cn(t) — fn(xn(t))
Sistemas Equivalentes! Xne1(t) =1
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Sistemas Lineares vs Nao Lineares

Linearidade: Input Output

ANVANYAS I FAWA
VAR

flx+y) = f(x) + f(y) - Aditividade \J \J | system
f(ax) = af (x) » Homogeneidade

A

>
>

Periodic, Quasi-Periodic

Subharmonic

-
\4

system

/.\\//\\//\; Nonlinear ™M\ N\

- Pequenas causas estdo relacionadas a \A/
A /\ i B 4 Chaotic

VAVVARVARR

pequenos efeitos (Principio da

Superposicao . PN R .
perposi¢ao) - Em geral, sistemas dinamicos nao lineares nao
possuem solug¢ao analitica.

Nao-Linearidade:

x™ | sin(x) | x(®)y(t) | ..

-> Apresentam solugdes estaveis e instaveis

- Cada solugao é Unica!
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Sistemas Dinamicos Lineares e Nao Lineares

Sistemas

Sistemas Nao Lineares

Lineares
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Métodos de Solucao Numérica

- Descrevem o problema real, continuo no tempo, através de uma discretizacao.

x() = fx(0), 1) x(to) =X tiy1 =t +h

Mecanica de Sistemas Inteligentes - Revisao de Dinamica Nao Linear



Métodos de Solucao Numeérica

- Descrevem o problema real, continuo no tempo, através de uma discretizagao.

Modelo Original

Método
Numérico

— =

Modelo Discreto

—

—)

Resposta Original

=

Compatibilidade

~ =

Resposta Discretizada
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- Forc¢a Bruta (Apenas

solucdes estaveis)




ldeia Geral

- Problema de valor inicial:
x = f(x,t); x(ty) = xg
- Discretizagao:

ti+1 — ti + h

> O valor x(t;,1) pode ser obtido por expansao em série de Taylor:

2 3 h?
x(tiz1) = x(t;) + x(t;))h + X(¢t;) o + X(t;) 37 + %(t;) a0 4o

- E possivel escrever as derivadas temporais de x em fun¢do de f(x, t):

x = f(x,t)

of 0x  of ot
9x 0t |t ot

d
= —[fCe 0] = =Ff+f
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ldeia Geral

- O valor x(t;,1) pode ser obtido por expansao em série de Taylor:

x(tiy1) = x(t;) + x(t;)h + %(t;) 2—? + X(t;) i;—?; + %(t;) Z_T 4o

- E possivel escrever as derivadas temporais de x em fun¢do de f(x, t):

x = f(x,t)

of ox ofor _ ..
oxat Tora STt

d
= —[f (0] =

d :
¥=—ff+fl=5 Vf+ﬂ——+ Uf+f}——f+ff+mwwwfﬂf+ﬂqv
¥ =4 3fF + 2+ +3FFf +3f" (N2 + 5 Ff +4f"F () +3fF + (I + (F)*f
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Métodos Explicitos

Solucdo  z(t)
exata

N

<—_ Solugdo

numeérica
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ti+1 — tl + h
X;+1 = X; + Inclinacao - h




Métodos Explicito de Euler

x
A
Solucdo  x(t)
exata
\\ / Solucao - x
CCZ‘_|_1 __________________________ E numérica, InChnagaO o E - T f(tl’ xl)
; / ti+1 — ti + h
5 Xiv1 =X+ f(ti,x;) - h
Lifoo=s | Inclinacao:: f(t;, x;) U i+ f (G x)
! .
t; b1 1

X

>
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Runge-Kutta de 2° Ordem

T
! Solucdo  z(t)
exata tiv1 =t +h
\\ ki = f(t,x;)
x;+0.5k h 1 1
\ k2=f(tl+§h,xl+zk1h)
Inclinacao: &
g | i : i Xi+1 = X; + kah
— i Inchnagao kpo
tz t.1+(0.5)h b "t

h
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Runge-Kutta de 2° Ordem

T
A
Solucdo  z(t)
exata tiv1 =t +h
Solucao
. \ o ki = f(ty,x;)
Inclinacao: k, ,  Tmerica 1 1
Lj 1 b-mmmmmme - \\ _________ :4/ k2=f(ti+§h,xi+§k1h)
g . Xi+1 = X; + kah
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Runge-Kutta de 4° Ordem

X

A ~
Solugdo  z(t) tiii=t;+h
exata
kl — f(tii xi)
1 1
x,+ 0.5k h ko, =f (ti + Eh, x; + Eklh)
ks = (t +1h +1k h)
inagao: k 3=\t g bri Ty
Lo . L | ky=f(t; + h,x; + k3h)
. Inclinagdo: £
t; t1(0.5)h t., 1

1
Xi+1 = Xj + gh(kl + 2k2 + 2k3 ~+ k4)
h
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Runge-Kutta de 4° Ordem

X

A
Solucdo (1) tivi=ti+h
exata
\ ki = f(t;, x;)
1 1
x;+0.5kyh i k, =f (ti -+ Eh, 505 F Eklh)
] _ 1 1
\ Il’lCl: nacao: k‘g k3 — f (tl - Eh, X + Ekzh)
z | . N ; ks = f(t; + h,x; + ksh)
- . Inclinacao: £, |
.. . ! .' > 1
t:i tz—/_(05)h t:H t Xit1 = Xj + gh(kl + 2k2 + 2k3 + k4)

h
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Runge-Kutta de 4° Ordem
T Inclinacao: £,
x(t) ti+1 — ti + h

kl — f(tii xi)

1 1
N k2=f(ti+§h,xi+§k1h)

Inclinacéo: ks

Solucao 1 1
i exata k3 = f (tl + Eh, Xi + Ekzh)
Lo . i ky=f(t; + h,x; + k3h)
.t (0.5)h t,., ¢

T

1
Xi+1 = Xj + gh(kl + 2k2 + 2k3 ~+ k4_)
h
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Runge-Kutta de 4° Ordem

X

A .
Solugdo  z(t) tiig=t; +h
kl — {(tii xi) 1
C}\\g\ i‘\ k2=f(ti+§h,xi+zk1h)
. Solucdo 1 1
\X\ ' numérica ks = f (ti T 2 h,x; + EkZh)
Lo . i ky=f(t; + h,x; + k3h)
t t(0.5)h t,., ¢

1
Xiy1 = X; + gh(kl + Zkz + 2k3 + k4)
h
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Runge-Kutta de 4° Ordem

x
k Solucdo  z(t)
exata
x;+0.5k h '
. Incli:ina(;ao: ko
Lipooes | |
] i Inclinacdo: k; !

.t (0.5)h £, ¢
. - .

T Inclinacao: &,

z(t)

Solucao
exata

K Solucdo  x(t)
exata
\a
x;+0.5kh ' ti+1 — ti + h
\ Incli:inac;éo: ks
=== ; Inclinaé(;éio: k| k1 = jlc(ti'xi) 1
tZ t+(0.5)h ti.“ "t kz = f(ti + Eh’ X; + Eklh)
h 1 1
. k3=f(tl+§h,xl+zk2h)
Sousio oft) ky = f(t; + h,x; + ksh)
. @C?O..\% 1
oY N X = x5 + = h(ky + 2ky + 2ks + ky)
i Solugéo 6
i numeérica
EASSe i
tz til+1 Tt
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Generalizacao dos Métodos Runge-Kutta Explicitos

Tabela de Butcher

ti+1 - tl + h
s 0
Xi+1 = X; + hz b]k]
Co |Q
& 2|21
C3|a31 Aa32
ky = f (&, xp),
ky, = f(ti + coh, x; + h(“21k1)),
ks = f(ti + c3h, x; + h(az ky + aszkz)),
: Cs |Qs1 Qg2 As,s—1
ks = f (£ + csh,x; + h(agaky + agky + -+ + ags_1ks1) ) by by -+ by b
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Generalizacao dos Métodos Runge-Kutta Explicitos

Método Explicito de Euler
0
Xiv1 =X+ [ty x) - h 1

Runge-Kutta de 4® Ordem

ky = f (&, x;)

1 1
k, = f(ti +=hx; +§k1h)

1 1
k3 = f(tl +Eh,xl' +Ek2h)
k4, = f(ti + h,xi + kgh)

1
Xi+1 = Xj + gh(kl + 2k2 + 2k3 + k4,)
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Runge-Kutta de 22 Ordem

kl — f(ti)xi) 0
1 1
kz = f(ti +§h,xi +Ek1h> 172

1/2

1/2{1/2
121 0 1/2
110 0 1

1/6 1/3 1/3 1/6

0 1




Métodos Runge-Kutta Explicitos Adaptativos

-> Métodos que estimam o erro de truncamento durante a execucao, e adaptam (diminuem ou
aumentam) o passo de acordo com o erro.
Tabela de Butcher

ti+1 — tl + h
0
Xit1 = X; + hz bik; (Passo de Ordem p) Co |91
=1
C3|a31 @32
Xipq = X; + hz bik; (Passo de Ordemp — 1)
=1
Cs|Qs1 Qg2 *°* Qg1
by by ---bs_1 b
€i+1 = Xi4+1 — l+1 — hz(b — b; )k 1 2 s—1 s
b* * . e b* *
1 2 s—1 S
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Método Runge-Kutta-Fehlberg (Ordem 4 e 5)

0

1/4  (1/4

3/8 |3/32 9/32

12/13|1932/2197 -7200/2197 7296/2197

1 439/216 -8 3680/513 -845/4104

1/2 |-8/27 2 —-3544/2565 1859/4104 -11/40
16/135 0 6656/12825 28561/56430 -9/50 2/55
25/216 0 1408/2565 2197/4104 -1/5 O
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Método Runge-Kutta-Dormand-Prince (Ordem 4 e 5)

o 4 LS julia

1/5 |1/5 Matlab Octave Scipy Julia
3/10|3/40 9/40 ODE45 ODE45 SOLVEIVP DifferentialEquations.jl
4/5 |44/45 -56/15 32/9

8/9 |19372/6561 —25360/2187 64448/6561 -212/729
1 9017/3168 -355/33 46732/5247 49/176  -5103/18656

1 35/384 0 500/1113 125/192 -2187/6784 11/84
35/384 0 500/1113  125/192 -2187/6784 11/84 0
5179/57600 0 7571/16695 393/640 -92097/339200 187/2100 1/40
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Outros Métodos Relevantes

Métodos de Ordem Superior (Maior Precisao)
- Runge-Kutta-Felhberg 7-8 (RKF78)
- Runge-Kutta-Dormand-Prince (RKDP78)

Métodos Implicitos (Para Sistemas Rigidos)

-> Runge-Kutta Implicitos
- Runge-Kutta Diagonalmente Implicitos (DIRK)

Métodos Preservam a Estrutura do Sistema (Mantém Energia e Estrutura Geométrica)

- Integratores Simpléticos (Sistemas Hamiltonianos)

- Integradores Variacionais (Equacodes de Euler-Lagrange)
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Espaco de Fase

> Espaco formado pelas varidveis dependentes do sistema (coordenadas generalizadas / graus de

liberdade)

/\

0.04 ‘J
0.03 -
0.02
0.01 ~

0.00

-0.01

-0.02

-0.03

004 ~ ;
- 0.44

320
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0.04 -
0.03 -
0.02 :
0.01 -
0.00 -
-0.01 —
-0.02 -
-0.03 —

-0.04

P




Espaco de Fase

> Espaco formado pelas varidveis dependentes do sistema (coordenadas generalizadas / graus de
liberdade)

© 2007, Daniel A. Russell © 2007, Daniel A. Russell

-1 -0.5 . 0.5 1 -1 -0.5 . 0.5 1

= os[051 é\i>Lng_;\:§?L4$ ' ] -
= 1|5 -1 -1 - 7 =il
2t

-2 -2t -2
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Espaco de Fase

> Espaco formado pelas varidveis dependentes do sistema (coordenadas generalizadas / graus de

liberdade)

Real Space Phase Space

SONNNNN

Orbit

Velocity

| e ———
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momentum p

energy

position z

position z




Espaco de Fase (Espaco vs Subespaco)

> Espaco formado pelas varidveis dependentes do sistema (coordenadas generalizadas / graus de
liberdade)

(@)
40

4 20

(c)40

30 -

N 20

10
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(b) 30

(d)

N20f

20




Espaco de Fase (Campo Vetorial)

> Espaco formado pelas varidveis dependentes do sistema (coordenadas generalizadas / graus de
liberdade)
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Tipos de Visualizacao Podem Limitar a Compreensao do Sistema

Sistema Nao-Auténomo Sistema Autonomo Equivalente

Mecanica de Sistemas Inteligentes - Revisao de Dinamica Nao Linear



Topologia

x(t) =f(x(¥)); x(t) ER™
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Topologia
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Velocity (y) |

Phase Portrait

W

WA

\

Position (x)




Sistemas Lineares vs Nao Lineares (Exemplo)

Nao Linear
6 + 2{w, 0 + w2 sin(0) = £(t)

VIBRAGOES LIVRES SEM AMORTECIMENTO
Angulo Inicial: 6o = —10° Linear

6 + 20w, 0 + w26 = f(t)

Velocidade Inicial: 8, =0°/s

Péndulo Simples Péndulo Simples Péndulo Simples
- linear 30 A - linear —2.0 A @@= |inear
—— nao-linear —— nao-linear tempo = 0.1s =@= nio-linear
10 1 -1.5 1
20 4
—1.0 A
51 10
-0.5
= 0 % 0 N 0.0 \
0.5
-10 -
“ “ u “ 1'0 -

0 10 20 30 a0 50 15 _10 X5 0 g 10 20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20
Tempo (s) 6[°] X1
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Sistemas Lineares vs Nao Lineares (Exemplo)

Nao Linear
6 + 2{w, 0 + w2 sin(0) = £(t)

VIBRAGOES LIVRES SEM AMORTECIMENTO
Angulo Inicial: 6y = —120° Linear

6 + 20w, 0 + w26 = f(t)

Velocidade Inicial: 8, =0°/s

Péndulo Simples Péndulo Simples Péndulo Simples

- linear - linear —-2.0 1 =@= inear

150 - —— ndo-linear —— nao-linear tempo = 0.1s =@= nio-linear

—-1.5
100 - 0
| —-1.0
50 4
} 100 1 -0.5 /
= w
— 0 b i 0 b o~ 0.0 4
) 3 3 x
_s0 J ) -100 - 0.5
—-200 - 1.0
-100 A
-300 - 15
-150 -
T T T T _400 T T T T T T T 2.0 | T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 -150  -100 =50 0 50 100 150 -2.0 -15 -10 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Tempo (s} 6[°] X1
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Sistemas Lineares vs Nao Lineares (Exemplo)

Nao Linear
6 + 2{w, 0 + w2 sin(0) = £(t)

VIBRAGOES LIVRES SEM AMORTECIMENTO
Angulo Inicial: 6y = —120° Linear

6 + 20w, 0 + w26 = f(t)

Velocidade Inicial: 8, = 200°/s

200 Péndulo Simples Péndulo Simples Péndulo Simples
—— nao-linear 200 | —2.0 A =@= |inear
— linear tempo = 0.1s =@= nio-linear
300 - -1.5
200 4 -1.0
200 -
-0.5
= w
= 100 = 0 % 00 ./.
o 3 x
0.5 1
0
— 1.0 -
-100 - 1.5 A
e - nao-linear
— linear 2.0 -
-200 ' ! ! L) L) L) L) L) 1 T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 30 -200 0 200 400 600 €00 1000 20 -15 -10 -05 00 05 10 15 2.0
Tempo (s) 6[°] X1
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Sistemas Lineares vs Nao Lineares (Exemplo) penuto Smpls

—2.0 1 =@= |inear
tempo = 0.1s
-15
-1.0 !
VIBRACOES LIVRES SEM AMORTECIMENTO 8 00 —a
]
~ . . '
Angulo Inicial: 0o = —120° ot |
]
1.0 i
Velocidade Inicial: 8, = 500 °/s L5
2.0 1
20 -15 -10 -05 00 05 10 15 2.0
X1
600 Péndulo Simples Péndulo Simples Péndulo Simples
- r.\éo-linear 600 A —2.0 1 =@= nio-linear
500 4 — linear tempo = 0.1s
-15
400 - 400 -
-1.0 1
3001 200 - :
-0.5 i
s | ARARARARARA £ o : o
® 100 3 x 00 !
0- ~200 - 0.5 1 !
1.0 !
Ll AARAARAARAAE -
—200 1 —— nao-linear 137
—600 4 = linear
200 ' ' ' ‘ ’ : ‘ ‘ ’ : 2.0
10 20 E 40 50 -200 0 200 400 600 800 1000 20 -15 -10 -05 00 05 1.0 15 20
Tempo (s) 6[°] X1
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Sistemas Lineares vs Nao Lineares (Exemplo)

Nao Linear
6 + 2{w, 0 + w2 sin(0) = £(t)

VIBRAGOES LIVRES AMORTECIDAS

Angulo Inicial: 6, =—10° )
Linear

6 + 20w, 0 + w26 = f(t)

Velocidade Inicial: 8, =0°/s

Dissipacao: 2{w, = 0.08

Péndulo Simples Péndulo Simples Péndulo Simples
— nao-linear 30 - — nao-linear —2.0 A =@= linear
- linear - linear tempo = 0.1s m@= nio-linear
10 4 -1.5
20 A
-1.0
> 10 -
-0.5
5 w
s 0 S 0 S 00-
© 3 x
0.5
-5 -10
1.0 A -
-20
-10 1.5+
-30 2.0
0 10 20 30 40 50 -15 -10 -5 0 5 10 20 -15 -10 -05 00 05 1.0 15 2.0
Tempo (s) 6[°] X1
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Sistemas Lineares vs Nao Lineares (Exemplo)

Nao Linear
6 + 2{w, 0 + w2 sin(0) = £(t)

VIBRAGOES LIVRES AMORTECIDAS

Angulo Inicial: 6, = —120° )
Linear

6 + 20w, 0 + w26 = f(t)

Velocidade Inicial: 8, =0°/s

Dissipacao: 2{w, = 0.08

Péndulo Simples Péndulo Simples Péndulo Simples
400
150 4 —— nao-linear —— nao-linear —2.0 1 =@= |inecar
— linear — linear tempo = 0.1s =@= nio-linear
300
-1.5
100
200 1 —1.0 A
50 - 100 - —0.5 /
= w
C 5 0 ¥ 00
=04 “ _100 0.5
oo J - 1.0 -
1.5 1
=300 A
=150 A
2.0 A
0 10 20 30 40 EY -150  -100 -50 0 50 100 150 20 -15 -10 -05 00 05 10 15 2.0
Tempo (s) 6[°] X1
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Sistemas Lineares vs Nao Lineares (Exemplo)

Nao Linear
6 + 2{w, 0 + w2 sin(0) = £(t)

VIBRA(;C')ES LIVRES AMORTECIDAS
Angulo Inicial: 6, = —120°
Velocidade Inicial: 6, = 500°/s
Dissipacao: 2{w, = 0.2

Linear
6 + 20w, 0 + w26 = f(t)

Péndulo Simples Péndulo Simples Péndulo Simples
1750 1 —— nao-linear 600 - —— nao-linear —2.0 1 B == linear
— linear — linear LEMPOLROLs w=@= ndo-linear
1500 - -1.5
400 4
1250 A -1.0
1000 1 200 1 -0.5
- | o) ~
= 750 S o ¥ 00 s
500 A 0.5
—200 4
250 - 1.0 A
04 -400 1 15 1
2.0 A
_250 A T T T T -600 T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 -20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0
Tempo (s) 6[°] X1
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Estabilidade
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Estabilidade e Equilibrio de um Sistema Dinamico

Equilibrium

Neutral Stable Unstable

Graviatational PE (J)

Graviatational PE (J)
Graviatational PE (J)

x Position (m) x Position (m) x Position (m)

Mecanica de Sistemas Inteligentes - Revisao de Dinamica Nao Linear




Estabilidade de Lyapunov

Aleksandr Lyapunov
(1857 —1918)

1

Solucdo Lyapunov estavel

)

= 6(e) > 0,tal que

[Y(ty) — p(te)| < 6

() — )] <e

X

Solucéo assintoticamente estdvel

5 > 0,tal que

[W(te) — L)l <6
lim [$(0) — $(0)] = 0
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e e ——————
Linearizacao

-> Ferramenta importante para analise de um sistema localmente.

x(t) = ¢(t) +m; x,$,n €R" (Soluc&o Perturbada)
-> Podemos expandir f(x) em série de Taylor até o primeiro termo: Matriz Jacobiana
0fi($()) .
F(x(@®) = (@® +m) = 1(6©®) +J (F(9©@))[ _ -0+ (o)) = E,xj e,

- Portanto, expandindo para equacao de evolucgao:
() = H() +1 = £(x(0) = £(®) +m) = f(o(0) +] (f(d(D)) |n=0 N4

> Como ¢(t) = f($(t)), entdo: - Alinearizagao é feita em torno de
algo (uma perturbacao), portanto é

- ) Sistema Linearizado em .
n= ](f((l)(t))) ‘n=0 N ( torno da solugéo ) sempre relativa;

- A estabilidade do sistema linearizado

corresponde ao sistema nao linear
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Equilibrio de um Sistema Dinamico

> Um ponto de equiibrio se refere a pontos nos quais o sistema se mantém estacionario a

medida que o tempo evolui (ndao varia com o tempo).

x(t) = 0; x € R"

> Exemplo: Péndulo simples |

0(t) 0(t) (0
x(t) = {H(t)} {—zcwné(t) — w? sin(@(t))} - {0}

{é, 5} = {0, n1r) Q
G
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Natureza do Equilibrio de um Sistema Dinamico

- Aplica-se uma perturbacao no ponto de equilibrio para avaliar se ele diverge ou converge

(analisa-se localmente)

i =J(f@)|

-> A solucao desse sistema linear é dada pela exponencial da matrix:
() = e1®@n(0)

> O termo exponencial depende dos autovalores da matrix Jacobiana:

1. Estavel se {/11. e C| Re(li) < 0,Vi} - A estabilidade do

J=a) =0 sistema

A =Re(d) +iIm(A) mem) 2. Instavel se {A; € C | Re(A,) > 0,3i}
3.Centro se {A; € C| Re(4;) = 0,3i}

linearizado
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Natureza do Equilibrio de um Sistema Dinamico

1. Estavel se {1; € C| Re(4;) < 0,Vi}
2. Instavel se {A; € C| Re(A;) > 0,3i}
3.Centro se {A; € C| Re(4;) = 0,3i}

-~ Teorema de Hartman-Grobman (Em linhas gerais): A x ——p f(x)
estabilidade do sistema linearizado na vizinhanc¢a do ponto de
equilibrio corresponde ao sistema nao linear desde que esse h h
ponto seja hiperbdlico.

o . Yy ——»8y)
- Ponto Hiperbélico: ponto no qual a parte real é diferente de g

zero (Re(4;) # 0) Homeorfismo

(Equivaléncia Topoldgica)
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Natureza do Equilibrio de um Sistema Dinamico

x(t) = f(x(¥));  x(t) € R?
Sink Source Saddle
(Stable node) (Unstable node)

Re(4,)=-b, <0, Im(% )=0
Re(4,)=-b, <0, Im(2,)=0

U

N

Re(A)=+b, >0, Im(4)=0
Re(A,)=+b,>0, Im(4,)=0

Re(2,)=+b, >0, Im(4)=0
Re(4,)=-b, <0, Im(2)=0

Iy

N2

Uy

N

Center

Re(4,)=0, Im(A)=-+b
Re(A,)=0, Im(A)=-b

Stable spiral
(Stable focus)

Re(A)=-b <0, Im(A)=+b,
Re(4,)=-b, <0, Im(4)=-b,

Unstable spiral
(Unstable focus)

& T

=2

Re(A)=+b >0, Im(A)=+b,
Re(4,)=+b >0, Im(A)=-b,

v

)
:‘y/ m

()
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Natureza do Equilibrio de um Sistema Dinamico

%%%
,._+*

REL —_
Apslimny =04y A1—0<A2 i
<A<0 o OIZ Xy Ay
e S
/\ //>
B\l
,\1_,\2<0 0<A=A =
a+ B, a< atfBi, a>0
+ @5
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Natureza do Equilibrio de um Sistema Dinamico

(a) . =025 (b) 2, =04 (c) Q. =05
2) : 2 ' 2 ' ® Stable
A Saddle
1! 11 | @ Source
R0 Or
-1+ -1
-9 : —2 ;
-2 0 2 -2 0 2
d Q, =0.55 f
L@ , ® 010
1r 1 —0.05
R0 0r —0.20
—1 —1 —0.35
—9 : - : —0.50
—2 0 2 2—2 0 2
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Caos

Mecanica Celeste Convecc¢ao Natural Turbuléncia

AT~
)@@ OO OE

) N P e W SN P P

@physicsfun P Ay b
@phy:
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Caos

Henri Poincaré (1854 -1912) Problema dos 3 corpos (1885 -1889)
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Caos

Edward Lorenz (1917 - 2008) Conveccao Atmosférica Simplificada (1963)

T 40
T 30 2z
Tt 20
-+ 10

- Abordou o problema
computacionalmente
oly(t) —x(t)]
x(t) = {x(Olp —z(O] —y(©)
x(t)y(t) — Bz(t)
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Dinamica Peridédica

ISEE3 MANEUVERS FROM LAUNCH
TO HALO ORBIT
TO COMET EXPLORATION
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- Sensibilidade a condi¢des iniciais;

- Instavel localmente, estavel
globalmente;

-> Deterministico;

- Praticamente imprevisivel em
periodos de tempo longos.

Dinamica Cadtica

ISEE3 MANEUVERS FROM LAUNCH
TO HALO ORBIT
TO COMET EXPLORATION
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Caos

Double Pendulum at t=0 seconds o
30 T T T T T T T T T 1
2t .
Yo = 1.001 ]
1r -
—Y, = 1.0001 E
20 1 6 4
——Y, = 1.00001 - i
E o )
10 F i 10 - o B
% 12k
5 jLl o
0r ) 5.
5 L
§ 18
A0 ' ® 0
2|
20+ J uf 1
=t J
al ]
-30 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ) ) I . p
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 BT T T T e e e e
DISTANCIA TRANSVERSAL (METROS)
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Mapas de Poincaré

-> Movimento das hélices esta sincronizado
com a taxa de aquisicao de imagens da

camera utilizada (Visao estroboscdpica)
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Mapas de Poincaré
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Mapas de Poincaré (Sistemas com Excitacao Harmonica)

iod

Poincaré section
per perio

1 step of
the period

1 Period

Harmonic external

excitation

System's dynamical

response

—
(©
()
=
—
O
(D
Z
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O
&
«©
=
QO
()
©
O
(D
82
>
[0)
ad
1
0
(O]
=
C
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=
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Mapas de Poincaré

Mecanica de Sistemas Inteligentes - Revisao de Dinamica Nao Linear



Mapas de Poincaré
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- Sao necessarias, pelo
menos, 3 dimensoes

para a ocorréncia do
Caos.




Mapas de Poincaré

0 )
: . ; oa
01 H ]
1 0.2
1
0 20 20 60 1 0 1
t 99 > o0}
0.5 - - 1.0 : : . u
~02
01
05
0.0 ] . 0.4
0 10 20 30 20 S0z 01 0.0 01 0.2
t
=] > 0.0
—05
u L 05
=100 20 20 R —y 04 02 0.0 02 0.4
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Mapas de Poincaré

Periodo-1 Periodo-2 Periodo-3
Periodo-4 Periodo-5 Periodo-7 Caos
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Mapas de Poincaré

3.94

NS

-2.62

-2.39 z 2.30

0.61

IR

-0.72

-0.70 z 0.62

0.23

-0.17 T 0.20

(a) Point 1 - 1T

(b) Point 2 - 2T

(c) Point 3 - 3T

1.11

-1.09
-0.44

0.23

Ny}

0.47

N

-0.24
-0.12

0.17

0.37

NN

-0.38
-0.36

0.30

4

2.8

-3.49
-2.00

1.05

-

2.11

-0.89

-0.92

asY

1.15

0.70

-0.66
-0.80

Ay

0.76

?Tﬂ]

0.82

-0.80
-0.22

0.32

]|

0.19

-0.43

-0.07

]|

0.06

0.33

-0.36
-0.12

]|

0.13
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Mapas de Poincaré ?ﬁ‘ﬂ]

(d) Point 4 - 4T

0.65 0.45 0.95 0.49
8 N - I~
-0.66 - -0.35 - -0.91 - -0.46 -
-0.56 & 0.59 -0.37 Z 0.45 -1.20 o 1.62 -0.16 v 0.12
(e) Point 5 - 5T
0.50 0.33 0.58 0.40
U8 N 4 I
-0.52 ~ -0.33 - -0.46 - -0.34 ~
-0.48 T 0.45 -0.28 z 0.30 -1.14 b 1.12 -0.11 v 0.11
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Mapas de Poincaré

0.59

.|S

-0.52

(f) Point 6 - MP

-0.34 T 0.37

-0.59

Mecanica de Sistemas Inteligentes -

(g) Point 7 - CH

-1.05 77 1.01

(h) Point 8 - HC

0.36

-0.31
-0.26

N

Revisdao de Dindmica Nao Linear

1.17

-1.12
-1.38

1

1.28

2y

ﬁ

-0.10 v 0.09

-0.23 v 0.21




Movimento Quasiperidédico

- 2.00
1.75

X

0 500 1000 1500 2000 2500
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Atratores

- Um atrator pode ser visto como uma
regiao preferencial no espaco de fase que
atrai os estados de um sistema dinamico.

- Regiao na qual o sistema tende a evoluir
para uma grande variedade de condi¢des

iniciais (Comportamento assintotico).

Fixed Point Limit Cycle

-2 -1 0 1 2 3

stable Orbits Torus Strange Attractor
Vg A S
AN
o7 NN
(KK RN
“Q‘Q’Q‘*’."b ,';’0"""“
W 1)
\ N3 t"//

FLF
s
Q
\

“’ ""’/"//
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Caos Transiente

T
E ttra.ns

0 500 1000 1500 2000 2500
¢
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Bacia de Atracao

(a) Equilibrium Points (b) Type of Motion
7 SEP,
3T
SEP;
= 0 = 07 '
S 3
SEP,
1T
SEP;
-3 L ) . ~2 b . a
-3 0 3 -2 0 2
z1(o) 1 (o)
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Bacia de Atracao

(a) Bistable (b) Tristable (c) Tetrastable

® stable
€ unstable

U(x)
U(x)

et || s
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Analise Global de um Sistema

(a)
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(ef Q=10 (d Q,=200
2 2 ; 0.10
® Stable
A Saddle —0.05
@ Source
0r 0Or —0.20
—0.35
-2 : -2 —0.50
—2 0 2 -2 0
21 21




Analise Global de um Sistema

(a) Q, =025

(©) 0,=1.0 d Q,=20U
2 ' 2 e Stabic 0.10
A Saddle
@ Source 0.07
0f / - 0f / 0.05
0.02
-2 —2 : —0.01
-2 2 -2 0 2

e = e
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Analise Global de um Sistema

4
341)
A
0.0 +
A
-3.4 :
-3.4 0.0 3.4
z
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0.0 4 /a
‘e
. A [ ]
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-1.5 0.0 1.5
Z1
1.5 3)
[ ) &

AN

°
-1.5 -
-1.5 0.0 1.5
z1
1.5 f(4)
° A
00 & a
) A °
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-1.5 0.0 1.5
z1
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Diagramas de Bifurcacao

0 Blfurcatlo? Diagram

08 |

e
0
'

Population

[=]
-
]

0.2}

0.0 1 1 1 Y
28 30 32 34 36 38 40

Growth Rate
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Diagramas de Bifurcacao

a=-02,p=1,Q=1
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Diagramas de Bifurcacao

a=-02,p=1,Q=1

Espacgo de Fase
6 - e Poincaré

10
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Diagramas de Bifurcacao

a=-02,p=1,Q=1

Espago de Fase

e Poincaré

-2

10
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Diagramas de Bifurcacao

m

a=-02,p=1,Q=1

—— Espaco de Fase

+  Poincaré
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