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Dinamica Nao Linear

1. Em sua grande maioria, sistemas dinamicos nao lineares nao possuem solucoes analiticas,
ou, quando possuem, estas tém um escopo restrito. Por isso, é necessario recorrer a métodos
numéricos para avaliar o comportamento desses sistemas. Nesse contexto, implemente os
seguintes métodos numéricos:

e Runge-Kutta de quarta ordem (RK4) de passo fixo.
e Runge-Kutta-Dormand-Prince (DOPRI45) adaptativo de ordens 4 e 5, com controle
automatico de erro.
A implementagao deve ser feita de forma generalizada, isto é, abstraida em fungoes ou classes.
Explique por que essa abordagem é importante no contexto de modelagem computacional.

Para validar os métodos, simule um oscilador harmonico linear descrito pela equacao a seguir
e compare os resultados obtidos com sua solugao analitica correspondente. Faga uma andlise
de convergéncia da solugao.

&+ 2Cwnd + wix = ysin () (1)
Por fim, discuta em quais contextos a utilizacao desses métodos é mais adequada e, nos

casos em que nao forem recomendados, quais outros métodos poderiam ser empregados como
alternativa.

2. O Mapa de Poincaré é uma ferramenta extremamente 1til para avaliar a dindmica de um sis-
tema. Existem formas distintas de obten¢ao desses mapas, dependendo do sistema dinamico.
Implemente um procedimento numérico para obter o mapa de Poincaré para o caso particular
de sistemas com excitacao harmonica. Para isso, siga os passos descritos abaixo:

(a) Com auxilio do método de Runge-Kutta de quarta ordem (RK4) para solugao dos sis-
temas dinamicos, avalie os mapas de Poincaré dos seguintes sistemas:

e Oscilador linear néo dissipativo:
&+ wlax = ysin () (2)

e Oscilador biestavel tipo Duffing:
&+ 2(% — ax + Ba® = ysin (Q) (3)

e Péndulo simples: B .
¢+ (¢ +wy sin (¢) = ysin () (4)



No caso do oscilador linear nao dissipativo, avalie diferentes relacoes entre a frequéncia
natural, w,, e frequéncia de forcamento adimensional, 2. Para os casos do oscilador
tipo Duffing e o péndulo simples, avalie diferentes combinagbes entre amplitude de
forgamento adimensional, v, e frequéncia de forgamento adimensional, 2. Adicional-
mente, discuta a topologia do espaco de fase de cada caso.

(b) Tente implementar o item anterior utilizando o método Runge-Kutta-Dormand-Prince
(DOPRI45) para solucionar os sistemas dindmicos e obter seus respectivos mapas de
Poincaré. Discuta as principais dificuldades durante a implementagao, e, se necessario,
descreva as ferramentas adicionais utilizadas para uma implementagao bem-sucedida.

3. Determine os pontos de equilibrio e avalie a natureza da estabilidade desses pontos para os
sistemas listados abaixo. Realize a analise de forma analitica, sempre que possivel, e, quando
nao for possivel, implemente a solugao numericamente. Se houver, discuta os casos em que
a natureza dos pontos de equilibrio nao pode ser determinada pela andlise de autovalores e
autovetores.

(a) Oscilador tipo Duffing:
P24 ax+ Bz =0 (5)

(b) Péndulo simples sem dissipagéo:

+ wsin () =0 (6)
(c) Sistema de Lorenz:

=0y

y=z(p—2) -y (7)

Z=uxy— Bz

(d) Sistema multiestavel com 2 graus de liberdade:

jfl + 2411.71 — QCQ (IEQ — Il) + (1 + Oél) X + ﬂllf — pQ% (1’2 — 1’1) = O

. o (8)

piig + 2Co (g — 1) + oxo + Poxs + pQ2 (29 — x1) =0
Generalize a implementagao numérica para este tipo de avaliagao, de modo que seja flexivel
e aplicavel a qualquer sistema dinamico.

4. Implemente a bacia de atragdo de pontos de equilibrio (pontos fixos) estaveis para todos os
sistemas descritos nas letras (a), (b) e (d) da questdo anterior utilizando os seguintes espagos
ou subespacos:

(a) Espago de estados z X &
(b) Espago de estados ¢ x &

(c) Subespagos de estados: x1 X T3, 1 X &1, € Tg X &9

(Bonus) Faca uma implementacao generalizada para permitir a andlise de qualquer sistema
dinamico, além de identificar automaticamente os atratores (pontos fixos) dentro do dominio
avaliado. Discuta as dificuldades encontradas durante a implementagao e comente sobre out-
ras possiveis abordagens para a identificagao de pontos de equilibrio que nao foram adotadas
na solugao final.

5. (Bonus): Utilizando o conceito de mapas de Poincaré, crie um algoritmo que classifique
automaticamente as respostas dinamicas de um sistema dindmico submetido a estimulos
harmoénicos. O algoritmo precisa ser robusto e aceitar qualquer sistema dinamico como
entrada.



