inl-1:= Quit[]

In[e]:=

(» Sistema tipo 3-1-3 =)

(» Referenciais
I (X_i): Inercial (fixo)
S1 (x_i7(1)): Mével 1 (solidario a base giratoéria)

*)

S2 (x_i7(2)): Mével 2 (solidario a haste giratéria)
S3 (x_i7(3)): Movel 3 (solidario ao disco)

(* Matrizes de Transformagao x)

0

B =

-
it

Cos[B[t]] Sin[B
S1n[B[t]] Cos[B
0]

0]
0 Cos[e] Sin[e]
0 -Sin[e] Cos[eO]

_—
_

Ty Ty
—_— —_—
_ _
T Ty
[t]1]1 O
[t]11 © |3 (* Giro em torno de 3 %)
1

]; (* Giro em torno de 1, porém angulo 6 constante x)
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Inf[+]:=

out[

Oout[

out[

out/[

out[

out[

out[

Cos[¢[t]] Sin[é[t]] O
Té=| -Sin[¢[t]] Cos[o[t]] O |;
0 0 1

(* Por conveniéncia, utiliza-se a base S2 para os calculos %)
(* Velocidades Angulares x)
(* Para determinar as velocidades angulares,

uma estratégia é decompor o vetor em velocidades angulares mais simples:

I Ss _ I ,.,5 S1,,S2 Sz, ,S3 .
5w = g,w” + glw? 4+ Fw?

IwIS1 = {0, 0, B'[t]} (* Velocidade angular de S1 em relagdo a I,
descrita na base I x)
S2wIS1 = Te.TR.IwIS1l (x Velocidade angular de S1 em relagédo a I,
descrita na base S2 x)
S2wS1S2 = {0, 0, 0} (» Velocidade angular de S2 em relagdo a S2,
descrita na base S2. Nula pois a haste estad fixa na posicgdo 6 x)
S2wS2S3 = {0, 0, ¢'[t]} (» Velocidade angular de S3 em relacdo a S2,
descrita na base S2 x)
S2wIS3 = S2wIS1 + S2wS1S2 + S2wS2S3
(» Velocidade Angular de S3 em relacdo a I, descrita na base S2 x)
(» E possivel determinar também os vetores intermediarios, tal que: x)
et = Lot £ 0% 5 S0 = B+ Su
S2wIS2 = S2wIS1 + S2wS1S2
(» Velocidade angular de S2 em relacdo a I, descrita na base S2 x)
S2wS1S3 = S2wS1S2 + S2wS2S3
(» Velocidade angular de S3 em relacdo a S1, descrita na base S2 %)

{0, 0, B [t]}

{0, Sin[o] p'[t], Cos[o] B'[t]}

{0, 0, 0}

{0, 0, ¢"[t]}

{0, Sin[o] p'[t], Cos[O] B'[t] +¢"[t]}
{0, Sin[o] p'[t], Cos[O] B'[t]}

{0, 0, ¢'[t]}

*)
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ml-1:= (* Aceleragdes Angularesx)
(*+ E possivel utilizar a seguinte forma
genérica para determinar as aceleragdes angulares: =)

AI:]A* DA**D
o = + 5 + qw* x Kw

(» Dessa forma, para determinar S2aIS2, faz-se: =)
§2a52 = {gzasl + géaSZ + §2wsl X g;w“% 5
S2aIS1 = D[S2wIS1, t] (*» Aceleracao angular de S1 em relagado a I,
descrita na base S2 x)
S2aS1S2 = {0, 0, 0} (* Aceleracado angular de S2 em relagado a S1,
descrita na base S2. Nula pois haste estd fixa na posicdo 6 x)
S2aIS2Cross = Cross[S2wIS1, S2wS1S2]
(* Produto vetorial necessario para calcular S2aIS2 x)
S2aIS2 = S2aIS1 + S2aS1S2 + S2aIS2Cross
(» Aceleracdo angular de S2 em relacdo a I, descrito na base S2 x)
(» De forma similar, para determinar S2aIS3, faz-se: %)
Lot = Lo% 4 So% + Lus x o s
S2aS2S3 = D[S2wS2S3, t] (* Aceleracao angular de S3 em relagao a S2,
descrita na base S2 x)
S2aIS3Cross = Cross[S2wIS1, S2wS2S3]
(* Produto vetorial necessario para calcular S2aIS3 x)
S2aIS3 = S2aIS1 + S2aS2S3 + S2aIS3Cross
(* Aceleracdo angular de S3 em relacdo a I, descrita na base S2 x)

Out[+]=

{0, Sin[o] p”[t], Cos[E] B [t]}
Out[+]=

{0, 0, 0}
Out[+]=

{0, 0, 0}
out[]=

{0, Sin[e] p”[t], Cos[e] B [t]}
out[-]=

{0, 0, ¢"[t]}
out[-]=

{Sin[e] p'[t] ¢'[t], O, O}
out[-]=

{Sinf[e] g'[t] ¢'[t], Sin[e] B [t], Cos[O] B [t] +¢"[t]}
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in[-1:= (* Calculo do Vetor Posigdo Absoluta =)
(* A o vetor posicdo absoluta de P pode ser
decomposto em partes mais simples como mostrado abaixo: =)

I P_ T .S | 8.8 | S2..S3 | S3..P .
5,P° =5,P7 + 5P+ PP+ P

IpIS1= {0, 0, h} (» Posicdo de S1 em relacdo a I, descrita na base I x)
S1pIS1 = TR.IpIS1 (* Posicdo de S1 em relagcdo a I, descrita na base S1 x)
S2pIS1 = T6.S1pIS1 (» Posigcao de S1 em relagcao a I, descrita na base S2 x)
S2pS1S2 = {0, 0, O} (* Posicdo de S2 em relagao a S1,
descrita na base S2. Nula pois ambas as
origens dos dois referenciais sdo coincidentes x)
S2pS2S3 = {0, O, L} (* Posicdo de S2 em relacdo a S3, descrita na base S2 x)
S3pS3P = {R, 0, 0} (* Posicdo da particula P em relacdo ao referencial S3,
descrita na base S3 x)
S2pS3P = Transpose[T¢] . S3pS3P
(* Posicao da particula P em relagado ao referencial S3, descrita na base S2 x)
S2pIP = S2pIS1 + S2pS1S2 + S2pS2S3 + S2pS3P

(* Posicao absoluta da particula P, descrita na base S2 x)

Out[+]=

{0, 0, h}

Out[s]=

{0, 0, h}

Out[e]=
{0, hSin[e], hCos[0]}

Out[+]

{0, 0, 0}

Out[+]

{0, 0, L}
out[-]=

{R, 0, 0}
out[-]=

{RCos[o[t]], RSin[o[t]], O}

out[s ]=

{RCos[¢[t]], hSin[e] +RSin[¢[t]], L+hCos[o]}
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in-1:= (* Velocidade Absoluta de P x)
(* Em casos envolvendo mais de 1 referencial mével,
é necessario aplicar o teorema cinematico de
forma recursiva para determinar todos os termos. Isto é,
divide-se o problema em formas mais simples. Para isso, é possivel escrever
o teorema cinematico para velocidade da seguinte forma genérica: =)
A_ 0O A« * [ A % * _ [
oV =09V —I—Ov +Ow XoP™ s
(*» Para achar S2vIP, escolhe-se utilizar o referencial S3 no teorema,
isto é, * = S3. 0 que resulta na seguinte forma do teorema cinemdtico: =x)
I _P _ I _S;3 Sz P I S3 S P .,
V. =8V TgV tew Xgp i
(¥ Porém, para achar S2vIS3 - primeiro termo da equagdo acima,
é necessario aplicar novamente o teorema

cinematico. Utilizando agora o referencial S2, isto é x=S2,

resulta na seguinte forma do teorema cinematico auxiliar: =)
I 53 1 Sz Sz S;; I S;g Sz S;; .
V7 =5,V g, VT g,wT X, P

(* Com 1isso,
definem-se os termos necessarios para o calculo da velocidade abosluta de P %)
S2vIS2 = {0, O, 0} (* Velocidade de S2 em relagdo a I,
descrita na base S2. Nula pois ndo ha variacao de posigdo entre S2 e I. %)
S2vS2S3 = {0, 0, 0} (» Velocidade de S3 em relagao a S2, descrita na base

S2. Nula pois ndo ha variacdo de posigcado de S3 em relagdo a S2. =)
S2vIS3Cross = Cross[S2wIS2, S2pS2S3]

(» Velocidade tangencial: Produto vetorial necessario para calcular S2vIS3 x)
S2vIS3 = S2vIS2 + S2vS2S3 + S2vIS3Cross

(» Velocidade de S3 em relacdo a I, descrita na base S2 x)
S2vS3P = {0, 0, 0} (* Velocidade de P em relagado a S3,
descrita na base S2. Nula pois ndao ha velocidade relativa entre P e S3 x)

S2vIPCross = Cross[S2wIS3, S2pS3P]
(* Velocidade Tangencial: Produto vetorial necessario para calcular S2vIP x)
S2vIP = S2vIS3 + S2vS3P + S2vIPCross // FullSimplify
(» Velocidade absoluta de P, descrita na base S2 x)
S1vIP = Transpose[T6].S2vIP // FullSimplify
(» Velocidade absoluta de P, descrita na base S1 x)
S3vIP = T¢.S2vIP // FullSimplify
(» Velocidade absoluta de P, descrita na base S1 x)
IVIP = Transpose[TBR].S1vIP // FullSimplify
(» Velocidade absoluta de P, descrita na base I x)

Out[e ]=
{0, 0, 0}
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out[+]

Out[+]

Out[+]

Out[+]

Out[+]

out[+]

Out[+]

Out[e ]=

Out[+]

In[+]:=

{0, 0, 0}
{LSin[e] B'[t], O, O}
{LSin[©] B'[t], O, 0}
{0, 0, 0}

{-RCos[o] Sin[¢[t]] B [t] -RSin[¢[t]] ¢'[t],
RCos[o] Cos[o[t]] B'[t] +RCos[o[t]] ¢ [t], -RCos[p[t]] Sin[O] B'[t]}

{LSin[o] p'[t] -RSin[o[t]] (Cos[O] B'[t] +¢"[T]),
RCos[¢[t]] (Cos[O] B'[t] +¢ [t]), -RCos[¢[t]] Sin[e] B'[t]}

{LSin[o] p'[t] -RSin[é[t]] (Cos[O] B'[t] +¢'[T]),
RCos[¢[t]] (B'[t] +Cos[e] ¢'[t]), RCos[¢[t]] Sin[o] ¢'[t]}

{LCos[¢[t]] Sin[e] B'[t],
(RCos[©] -LSin[e] Sin[o[t]]) B [t] +R¢'[t], -RCos[¢[t]] Sin[e] B'[t]}

1)

{-RCos[¢[t]] Sin[B[t]] (B [t] + Cos[O] ¢
] (Cos[O] B'[t] +¢'[t])),

] [

[t )

[t
Cos[B[t]] (LSin[e] p'[t] -RSin[o[t]] (
RCos[p[t]] Cos[o[t]] (B'[t] +Cos[O] ¢ [t

[t]) +Sin[B[t]]
(LSin[e] p'[t] -RSin[¢[t]] (Cos[O] B

1+9¢"[t])), RCos[o[t]] Sin[e] ¢ [t]}

(* Vetor aceleracao absoluta de P x)

(* Como anteriormente,

o teorema cinematico pode ser escrito na forma genérica como: x)

A _O * | 0O *x o x_[O A Y Kk O A x o kO
== X

o2 Oa +Ha +Oa X 5P -}-Ow X | ow oP —|-2Ow X oV

(» Dessa forma, para achar S2alIP,

escolhe-se utilizar o referencial S3 no teorema, isto é, * = S3. Com 1isso,

o teorema cinematico pode ser escrito da seguinte forma: x)

Sz P

P a + g as‘ XaP +3g ws‘ X (15 53 x ‘pP) +2§2w5-‘

‘ S,
a =fga"‘+ ?

okt

22

(» Para determinar S1aIS3 é necessario aplicar outro teorema
cinematico. Utilizando agora o referencial S2, 1isto é * = S2,
o teorema cinematico auxiliar é descrito da seguinte forma: x)

I 5Ss — 1 452 Ss I .82 o S2..83 , I  .So I, .82 S2..53 I .S
s, =ga —|—52a + 5,07 X 'g2p7* + 5w X(S2w X 's.P )+2Szw >

(* Com 1isso,

definem-se os termos necessarios para o cadlculo da aceleragdo absoluta de P: )
S2aIs2 = {0, 0, 0} (* Aceleragdao de S2 em relacédo a I,

descrita na base S2. Nula pois nao ha



Out[

Out[

out[

out[

Out[

out/[

Oout[
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variacdo do médulo da posigcdo de S2 em relagdo a I *)
S2aS2S3 = {0, 0, 0} (» Aceleracao de S3 em relagcdo a S2. Nula pois

nao ha variacao do médulo da posicao de S3 em relagdo a S2 x)
S2aIS3Crossl = Cross[S2alS2, S2pS2S3]

(* Aceleracdo tangencial. Primeiro produto vetorial para determinar S2aIS3 x)
S2aIS3Cross2 = Cross[S2wIS2, Cross[S2wIS2, S2pS2S3]]

(* Aceleracdo normal. Segundo produto vetorial para determinar S2aIS3 )
S2aIS3Cross3 = 2 * Cross[S2wIS2, S2vS2S3]

(* Aceleracado de Coriolis. Terceiro produto vetorial para determinar S2aIS3 x)
S2aIS3 = S2aIS2 + S2aS2S3 + S2aIS3Crossl + S2aIS3Cross2 + S2aIS3Cross3

(* Aceleracdo de S3 em relacdo a I, descrita na base S2 x)
S2aS3P = {0, 0, 0} (* Aceleracdao de P em relagao a S3,
descrita na base S2. Nula pois nao ha variacao

do médulo da velocidade de P em relagcdo a S3. *)
S2aIPCrossl = Cross[S2aIS3, S2pS3P] // FullSimplify

(* Aceleracado tangencial. Primeiro produto

vetorial necessario para determinar S2aIP x)
S2aIPCross2 = Cross[S2wIS3, Cross[S2wIS3, S2pS3P]] // FullSimplify

(* Aceleragao normal. Segundo produto

vetorial necessario para determinar S2aIP x)
S2aIPCross3 = 2 * Cross[S2wIS3, S2vS3P] // FullSimplify

(* Aceleracdo de Coriolis. Terceiro produto

vetorial necessario para determinar S2aIP x)
S2aIP = S2aIS3 + S2aS3P + S2aIPCrossl + S2aIPCross2 + S2aIPCross3 // FullSimplify
(* Aceleracdo absoluta de P, descrita na base S2. x)
S1aIP = Transpose[Te].S2aIP // FullSimplify

(* Aceleracdo absoluta de P, descrita na base S1 x)
S3aIP = T¢.S2aIP // FullSimplify
(* Aceleracado absoluta de P, descrita na base S1 x)
IaIP = Transpose[TB].S1aIP // FullSimplify
(* Aceleracado absoluta de P, descrita na base I %)

{0, 0, 0}

{0, 0, 0}

{LSin[e] B”[t], 0, 0}

{0, LCos[e] Sin[e] B'[t]?, -LSin[e]? B'[t]?}

{0, 0, 0}

{Lsin[e] B [t], LCos[e] Sin[e] ' [t]?, -LSin[e]? ' [t]?}

{0, 0, 0}
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out[« ]=
{-RSin[o[t]] (Cos[e] B”[t] +¢”[t]), RCos[¢[t]] (Cos[O] B"[t] +¢"[t]),
RSin[e] (Sin[¢[t]] B'[t] ¢'[t] - Cos[d[t]] A" [t])}
Out[« ]=
{-RCos[¢[t]] (B [t]*+2Cos[o] B [t] ¢ [t] +¢' [t]?),
-RSin[¢[t]] (Cos[e] B [t] +¢'[t])?, RSin[e] Sin[¢[t]] B [t] (Cos[O] B [t] + ¢ [t]) ]

Out[+]=
{6, 0, 0}

out[- ]=
{-RCos[¢[t]] (B [t]*+2Cos[0] B [t] ¢ [t] +¢' [t]?) +
LSin[e] g”[t] -RSin[¢[t]] (Cos[e] B [t] +¢"[t]),
L Cos[©] Sin[©] /3’[t}2 ~-RSin[¢[t]] (Cos[e] B [t] + ¢ [t] )2+
RCos[op[t]] (Cos[e] B"[t] +¢"[t]), Sin[O] ((—L Sin[e] +RCos[6] Sin[¢p[t]]) B'[t]2+
2RSin[¢[t]] B'[t] ¢'[t] -RCos[o[t]] B”[t])}
out[~ ]=
{-RCos[o[t]] (B'[t]”+2Cos[6] B'[t] ¢'[t] + @ [t]?) +
LSin[e] B”[t] -RSin[¢[t]] (Cos[e] B [t] +¢"[t]),
LSin[e] g'[t]*-RSin[¢[t]] (28 [t] ¢'[t] +Cos[O] (B [t]*+¢ [t]?)) +
RCos[¢[t]] (B”[t] +Cos[e] ¢"[t]), RSin[e] (-Sin[@[t]] ¢’ [t]?+Cos[o[t]] ¢"[t])}

Out[s]=
{-((RCos[¢[t]]%+Cos[o] Sin[¢[t]] (-LSin[e] +RCos[6] Sin[¢[t]])) B [t]?) -

2RCos[e] B'[t] ¢'[t] -R¢' [t]?+LCos[s[t]] Sin[e] B”[t],

Cos[¢[t]] Sin[e] (LCos[e] +RSin[e] Sin[¢[t]]) B [t]+

(RCos[o] - LSin[e] Sin[¢[t]]) B [t] +R¢”[t],

Sin[e] ((-LSin[e] +RCos[o] Sin[¢[t]]) B'[t]?+
2RSin[¢[t]] B [t] ¢'[t] -RCos[o[t]] B"[t])}

Out[+]=
{Cos[B[t]] (-RCos[¢[t]] (B [t]?+2Cos[O] B'[t] ¢ [t] +¢ [t]?) +
LSin[e] B”[t] -RSin[¢[t]] (Cos[O] B [t] +¢"[t])) -
Sin[B[t]] (LSin[e] B'[t]?-RSin[o[t]] (2B [t] ¢'[t] +Cos[e] (B [t]?+¢ [t]?)) +
RCos[¢[t]] (B”[t] +Cos[O] " [t])),
Sin[B[t]] (-RCos[¢[t]] (B'[t]?+2Cos[6] B'[t] ¢’ [t] + ¢ [t]?) +
LSin[e] B [t] -RSin[¢[t]] (Cos[O] B [t] +¢"[t])) +
Cos[B[t]] (LSin[e] B'[t]?-RSin[¢[t]] (28 [t] ¢'[t] +Cos[e] (B [t]?+¢ [t]?)) +
RCos[o[t]] (B”[t] +Cos[e] ¢"[t])),
RSin[e] (-Sin[o[t]] ¢ [t]?+Cos[a[t]] ¢”[t])}



