Dindmica 1 Lista 2 - Cinemética

Gabarito Oficial

Questao 1

Em geral, esses termos aparecem quando ha algum tipo de rotacao ocorrendo no sistema, seja
ela simples ou complexa. A Figura a seguir ilustra as possiveis componentes de velocidade e
aceleracao para uma trajetoria genérica.

(a)

Velocidade Tangencial (ou de Transporte) ({w? x p): Representada em roxo na
ilustracao, esta parcela descreve o movimento que a particula P executaria se estivesse rigi-
damente vinculada ao referencial moével S. Fisicamente, esta associado a variagao temporal
do da diregdo do vetor posi¢ao resultante exclusivamente da rotagdo de S em relagdo ao
referencial inercial I, gerando um vetor instantaneamente tangencial a trajetoria circular de
rotacao.

Aceleracao Tangencial (ou Aceleracao de Euler) (‘a® x 9p?’): Identificada pelo vetor

representado em cor azul, esta componente constitui a aceleragao tangencial de transporte.
Ela surge quando a velocidade angular do sistema movel nao é constante, contabilizando como
a aceleragao angular altera tanto o médulo quanto a direcao da velocidade de transporte da
particula ao longo do tempo.

Aceleragao Normal (ou Centripeta) (‘w® x (fw® x 9p?)): Destacada em vermelho,
esta componente reflete a mudanca continua na direcao da propria velocidade de tangencial
devido a rotagao. Por ser o resultado de um duplo produto vetorial, ela gera um vetor que
aponta radialmente para o eixo de rotacao, mantendo-se perpendicular & velocidade angular

e ao vetor posicao relativa.

Aceleracgao de Coriolis (2 7w® x5vP): Este termo representa o acoplamento dinamico entre

o movimento relativo da particula e a rotagao do referencial. Ele surge para compensar dois
efeitos vistos do referencial inercial: a mudanga continua na direcao da velocidade relativa
e o deslocamento da particula para regides do espago que possuem diferentes velocidades
de transporte tangenciais. Geometricamente, o resultado é um vetor sempre perpendicular
tanto ao eixo de rotagao quanto a velocidade relativa da particula.
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Questao 2

Para a determinar a velocidade e a aceleragao absolutas de uma particula P em um sistema
composto por 3 referenciais, é possivel utilizar as seguintes formas dos teoremas cinematicos:

fVP I S1+ V +1 wsl ><S}pP
§VP I Sg_’_ng + ng ><SQPP

VP = 4 S L S
S{VP: I 52+S2V +q wSQ % ipP
ngstg Sl+51v +g wsl % S Sip
ngpz I S2+ 2y +S‘*’S2 ngpp

faP:§asl+s}aP+§as1 Xslp +lwSt x (1 S ><51 )+2 54 Xs}vp
TaP = 1a5 | S19P | 152y SapP | 1,82 (1 S2 5 S2p )+21w52 x SayP

SfaP :S{as1 +§1ap+sfasl X g p +5 wSl X (wasl X Sl )+2 TSt x glvP

I P — 145 4 S I Sy o S2 P | I,.S I8 I Sy Sz P

s, a8 =g a’+yg a—|— a”? X &p +Slw2><( 2>< )—+—251w2><slv

I,P_ 1,8 , S1,P_ I,5 S 181, S1.P 51, Si P

A =ga’ttga +ga x 9 p +g w X (52w . P ) +24 w X gV

I,.P I s I I I I Sy P

sia” = gla% + Zal + Lo x @p¥ + Jw x (sz‘"s ) +2 g w x gy
Questao 3

Utilizando o teorema do transporte cinemético, a expressao geral para a aceleragao angular
entre os referenciais é dada por:

ISz — ISt 4 SigSe 1 10,51 o Si,S2.

Para que a situacao fisica a® = TaSt 4+ 512 seja valida, o produto vetorial fwSt x 512

precisa ser nulo. Este cenario ocorre quando as velocidades angulares, fw®' e 91w52, sdo colineares
(possuem a mesma dire¢ao), conforme ilustrado nos dois primeiros casos da figura abaixo:

Velocidades Angulares Velocidades Angulares
na mesma diregao em diregoes diferentes

IwS| -
S1 ng .
)%( 5152
///‘/‘ g 1

-

Por outro lado, quando as velocidades angulares possuem diregoes distintas, surge uma com-
ponente adicional que contabiliza a variagao temporal da diregao de um vetor velocidade angular
em relagao ao outro. Esse termo complementar é representada no terceiro caso da figura acima.

Questao 4
(a) Neste caso, é possivel estabelecer dois referenciais:

e I(X;): Inercial;

e S(z;): Movel — Néao inercial (Solidario a haste movel do péndulo), formando um angulo
B(t) com o referencial I.
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Estes sao ilustrados como segue:

Com isso, estabelece-se um mapeamento que transforma vetores da base associada a I para
a base associada a S, e vice-versa através da matriz de transformacao de coordenadas Tj.
Esse processo pode ser descrito através do seguinte diagrama:

X:TIB~X

—_—

-

X:Tg-x

(b) A rotacdo do péndulo descrita pelo angulo § ocorre em torno da dire¢do X3 no sentido
positivo, portanto a matriz de transformacgao de coordenadas e sua transposta sao descritas

por:
c(B) s(B) 0 c(B) —s(B) 0
Tg=|-s(8) <B) 0 T; = |s(6) c(B) 0 (4)
0 0 1 0 0 1

(¢) A posigao absoluta da particula P pode ser descrita como a soma de vetores posigdo mais
simples, como segue:

I P_1.S 6 S_P
P ="p’+°p (5)
Para que essa operagao seja valida, ela precisa ser realizada com seus vetores descritos na

mesma base. Com isso, considerando os referenciais estabelecidos e suas respectivas bases,
duas descrigoes sao possiveis:

= +3p (6)

0
IpS =403, pois as origens de I e S sdo coincidentes;
0
7
0 (7)
Pl =q-L
0
Logo:
0 0 0
0 0 0

10
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Para determinar a posicao absoluta na base inercial, basta transformar o vetor épp através
da matriz de transformacao de coordenadas, T}';:

c(B) —s(B) 0 0 Ls(B)
" =TF-ip" = [s(B) <(B) 0|-¢—Lp=1—Lc(p) (9)
0 0 1 0 0

Com isso, a posicao absoluta descrita em todas as bases estabelecidas se da por:

0 Ls(B)
pf={-L b’ =< —LcB) (10)
0 0

O resultado da diferenciagéo direta do vetor posi¢do descrito numa base movel nao fornece
a velocidade total, pois nao leva em consideracao a rotagao da base moével. Enquanto isso,

se a diferenciagao for feita considerando uma base inercial, a velocidade instantanea total é
obtida.

A diferenca fundamental entre as duas operagoes reside na natureza dos vetores unitarios de
cada base:

e Na base inercial: Os vetores unitarios nao mudam em direcao nem em moédulo, por
isso, sua derivada temporal é zero. Assim, a velocidade é simplesmente a variagao das
coordenadas do vetor posigao.

e Na base moével (que gira): Os vetores unitarios mudam em dire¢ao, acompanhando
o movimento giratério. Mesmo que um objeto esteja parado em relagao & base, se a
base gira, o vetor unitério muda de diregao no espaco. Ignorar a derivada desses vetores
significa ignorar o proprio movimento de rotagao do sistema.

Por isso, para derivarmos um vetor descrito em uma base mével que gira, do ponto de vista
da base inercial, é necessario utilizar o teorema do transporte cinematico. Ele estabelece
que a variacao total de um vetor é a soma de duas parcelas:

e Variacdo Local: A derivada das componentes (o que um observador solidéario ao sistema
movel enxerga);

e Variagao de direcao do vetor derivado: Contabiliza o efeito geométrico da rotacao da
base no espago.

Matematicamente, isso pode ser escrito da seguinte forma:
i (Spp) — i (Spp) 4 st % SpP (11)
s Ldt gldt

Este teorema é utilizado para obter a forma final dos teoremas cinematicos da velocidade e
da aceleragao. Partindo da expressao da posicao:

IpP — IpS 4 SpP

L (00)] = [ 0" 70")
I P _ I jt (IpS):| n I [;t (SpP):| (12)
I P _ I jt (IpS):| + . [jt (SpP):| + 105 x SpP

TyP _IyS L SyP L 1,5 « SpP

11
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Um procedimento analogo é feito para obter a expressao da aceleragao:

IVP:IVS+SVP+IOJSXSPP
i oy [d
i 0] = [ et )
-iIP-_iIS d s p d 1 s
E >_—,[dt<V>  GEn] (G0 xoen)
_EIP_i isp ils s.P, I, .S ‘lsp
JgEen]- + (GO + [§ 0w pr ot [ 007)
d (13)
IaP: + |: (SVP):l—F quqVP-i-IaSX p
gLt
I .S i S_ P IS S_ P
+ w x{ Lﬁ(p)}er X p}
Tal = +%al + 1w x vP + 1% x SpP + 1w x 9vF
—‘rwSX(Iwa“p)
IaP:IaS—i—SaP—l—chSXSpP—i—IwSx(stxsp )+2 w ><SVP

Como as operagoes da velocidade e da aceleracao podem ser feitas em qualquer base, as
expressoes gerais, para dois referenciais I (inercial) e S (movel), podem ser escritas como:
OIVP = OIVS + SVP + OIwS X Spp (14)

éap—oa +Oa +Oa xop +Ow x(éwsxop )+2(§wsx5vp (15)

(e) Ha duas formas de fazer esse item: A primeira forma é utilizando os teoremas cinemaéticos,
ja a segunda forma é fazendo a diferenciacao temporal direta do vetor posicao quando este
esté descrito na base I (discussao do item anterior).

e Utilizando os teoremas cinematicos: (Escolhendo a base S para a operagao)
Primeiro, definem-se a velocidade e aceleragao angulares:

0 CeB) s(8) o] (0] (0
W' =005 Wi =Ts jw® = |=s(8) c(f) 0|-q0s=10 (16)
Ié; | 0 0 1] B 8
0 [ c(B) s(B) O 0 0
jef=q005 o’ =T, ja’ = s() c(f) 0] q0p=40 (17)
B L 0 1 g B
O proximo passo é aplicar o teorema cinemético da velocidade:
IvP = v 4 3vP 4 fw¥ x Zp” (18)
L ] L ]
¢h) ©)) 3)
0
(1) Iv¥=<0 pois as origens de S e I sdo coincidentes;
0
0 0
(2) 2 0p, pois o vetor gp” = ¢ —L » ndo muda a medida que o tempo
0 0
avanca,
e & ég Lj
(3) éws X :gpP = €k éwf gpfék =|0 0 pB|=40
0 -L 0 0

12
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Portanto a velocidade absoluta de P se resume a velocidade tangencial da particula P

que se da na diregao mgl):

L
NP={0 (19)
0
Para obter a aceleracao, aplica-se o teorema cinemético da aceleragao:
faf = la% +3af + La® x 9pF + fwd x ({w? x 3pF) +2fw’ x IvF (20)
L J L J L J N — |

(4) (5) (6) (7) (8)

0 0
(4) 2a®=1{03, pois Ivi=1403;

0 0

0 0
(5) 3aP’ =< 053, poisgvl =<{05;

0 0

e e é.:s L,B
(6) éaS X gpp = €ijk éaf gpfék =10 0 pBl=<0 p;
0 —-L O 0
(7) fw® x ({w® x$pP) =05 xS 0 p=|0 0 J|=1Lp
3 0 LB 0 0 0
0 0
(8) 2w x3vP =003, poisevl =40
0 0

Portanto, a aceleragao absoluta de P se resume as componentes de aceleracao tangencial,

que aponta na diregao xgl), e aceleragao normal, que aponta na diregao xéz).

Lp
sa’ =qLp? (21)
0
e Utilizando a derivagao direta na base I:
I P d r p LB'C(B)
v’ = th (z )} = LBs(8) (22)
1 0
p Be(B) - B%s(B)
= [ 0] =4 sy 2o )
0

(f) Para determinar a posicao, aceleragao e velocidade em todas as bases basta aplicar as matrizes

de transformacao:

Para a posicao, isso ja foi feito no item (c), resultando em:

13

0 Ls(f)
pf={-L pP =< —Lc(B) (24)
0 0
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Para a velocidade e aceleragao, pode-se transformar as expressoes obtidas no item anterior:

c(B)  s(B) O] (LBc(B) Lp
=Ty vl =|=s(8) c(B) 0| -{LBs(B)p —|&vF=10 (25)
0 0 1 0 0
cB)  s(8) o] [L|BcB)-B%s(B) Lp
Laf = Tg- fal = |=s(B) c(B) 0| -} Bs(B)+ B2c(B)| ¢ Lfal = 12 (26)
0 0 1 0 0

Nota-se que os resultados devem ser iguais aos obtidos pelos teoremas cineméaticos.

Questao 5

e Estabelecendo Sistemas de Referéncias
De acordo com a descrigao do enunciado, quatro referenciais podem ser estabelecidos:

— I(X;): Inercial;

-5 (xz(-l)): Movel 1 — Nao inercial (Solidario a haste vertical giratoria), formando um
angulo —f(t) em torno do eixo X3 do referencial I;

— 5y (acl(?)): Movel 2 — Nao inercial (Solidario a haste diagonal), formando um angulo
fixo § em torno do eixo mgl) do referencial Sy;

- S (x§3)): Movel 3 — Nao inercial (Solidéario a hélice), formando um angulo ¢(¢) em
torno do eixo x:(f).

Estes sao ilustrados a seguir:

Vista de — X3 Vista de —mgl) Vista da hélice (a::(f))
(2)
T
- it

AR |
1/9' R ;
i . A 2

NOINEY 7

pe P

Com isso, estabelece-se um mapeamento que transforma os vetores descritos em dife-
rentes bases associadas aos referenciais via matrizes de transformacao de coordenadas.
Esse processo pode ser descrito através do seguinte diagrama:

<) — Ts-X x2 =T, . x1) <) — T, x(2)
_— > _ > _ >
1 S1 So Ss
-— -— -—
X = T% .x(@ x(1) = T - x(2) x(2) = Tg .x(3)

Da forma com que os referenciais foram estabelecidos, trata-se de um sistema 3—1-3.
Com isso as matrizes de transformacao de coordenadas e suas transpostas sao determi-
nadas como segue:

c(=p(t)  s(=p(t) 0 c(B(t)) —s(B(t) 0
Ty = |=s(=B() <(=B() 0| =|Ts=|s(B() c(BE) 0
0 0 1 0 0 1

14
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(=) —s(=B(t)) 0 c(B(t)  s(B(t)) O
T = |s(=B(1) co(=B(t) O =|Th= |-s(B(t) c(B(t) 0
0 0 1] 0 0 1

c(e(t))  s(e(t) 0 c(e(t)) —s(e(t)) 0
Ty = |=s(o(®) c(o(t) 0 T = |s(o(t)) c(o(t) O
0 0 1 0 0 1

e Posicao Absoluta de P

A posicao absoluta da particula P pode ser descrita como a soma de vetores posicao
mais simples, como segue:

I.P__ I_S S1..S5 Sa_S3 S3_ P
s, P = 5,P 1+52p +S2p +52P

| |

| S S 0 |

| $'p%? =gp% = (03| pois as origens de Sy e Sy sdo coincidentes;
|

|

0) |
: 0
EpT=q00)
: L)

c(o(t)) —s(o(t)) 0] (0 | Rs(6(t) ) |
ep’ =T 3p’= s<¢0<t>> c<<%<t>> 0l - —OR - 1Spf = —RC(()¢(t)) |
1 | |

Com isso, a posi¢ao absoluta, descrita na base Sy é determinada:

0 0 0 Rs(o(t)) Rs(¢(t))
sip” = { —hs(0) §44 0 043 0 440 —Re(6() p = | 5Ip” = § ~Re(@(t) — hs(6)
he(9) o) \L 0 L+ he(0)

e Velocidades Angulares

A velocidade angular pode ser descrita por parcelas menores, como no caso da posicao:

r,,S3 _ I,,51 4 Si,,S2 | S2,,S3
5w = 5w +5’2w +52w

15
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1 0 c(B(t)) —s(B(t) 0 0
— 1o o8 —s@ |s(3#) @) of-{ o
0 s(@) c(0) 0 0 1 —B(t)
(L0
| sqw = { B(t)s(0) } ;
I S UL
0 | 0) !
ginZ = {0} - g;wSQ = {O} L, pois o angulo € ¢é fixo;
0 | 0) |

0
SF&{BWMQ}+{
—B(t) c(0)

0 0 | 0 |
Sgw52 = Sgwsl + g;wSQ = { ﬁ(t) s(6) } + {O} — | gw = { B(t)s(@) } |
“bwe@) o L A(t)e(0))

0 T 0
fofod o buone] s |
(1) L o) - 500 |

o o o

e Aceleragoes Angulares
As aceleragoes angulares podem ser determinadas através do teorema do transporte

cinematico:
Sflozs2 = Séasl + g;aSQ + Sgwsl X g;wSZ
_— 0
| sio®t =0 B(1)s(0) o
] —B(t)c®) |
o 0 |
et =q00
l 0|
o 0Y ! 0
| slw x Gw =08 pois gla =40
; 0)! 0
Com isso,
0 0 (o o 0
sia® =0 B(t)s(0) p+40s+208 = dla% =3 B(t)s(0)
~Bwe) o) Lo ] B e(®)) |
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Da mesma forma, é possivel determinar a aceleragao angular de S3 em relagdo a I:

SgaS?’ = SIaSZ + gza53 + SinZ X g’;’wSB
o 0!
Gat=90 5
Lt )
I R N B06(1)5(0)) |
GwP xGwE =10 B1)s(0) —B(t)c(0)| =i 5w x G = 0 1
00 o o L 0 )
Com isso,
0 0 B(t)b(t) s(6) (0 é(?,ici;(;ié(bi A
s =4 BOsO) p+4 0 4+ 0 —sisa® =g BOsO) o
=B)e®)) L) 0 o\ o(t) = B(t)e(6)) |

e Velocidade Absoluta de P

Em casos envolvendo mais de 1 referencial movel, é necessario aplicar o teorema cine-

matico de forma recursiva para determinar todos os termos. Isto é, divide-se o problema
em formas mais simples.

Para achar IV ode-se utilizar o referencial S3 no teorema cinemaético, resultando na
So ) 3 9
seguinte forma:

ngP:Sg 53+ Sy +Sl S3><§pp
® W @
0
(1) ggvp 0 7, pois nao ha variagao no moédulo de gg pP7
0
o o &2 Re(9)|d(t)—5(t) c(9)
(2) fdwdx@pl=| 0 Bt)s(B)  d(t) — B(t)c(8)| = Rs(0)| d(t)—B(t) c(6)
Rs(o(t)) —Rec(é(t)) 0

—Rp(t)s(0) s(¢(t))
(3) Para determinar este termo, é necessario aplicar o teorema cinematico novamente.
Neste caso, utiliza-se o referencial So:

sﬁ S _ SI Sy +52v53 +wa52 « g2p53
Gy Gy @3
0
(3.1) S£V52 = ¢ 0 3, pois nao ha variagao do moédulo de SgpSZ. Nesse caro nao ha
0

necessidade de aplicar novamente o teorema cinemético aqui, pois € é fixo. Caso
contrario, seria necessario;

0
(3.2) 2 SZ v = {0 p, pois as origens dos referenciais Sy e S3 sdo coincidentes;
0
s [ & LA(1)s(0)
(3.3) sw™2 X gpP =0 pt)s(d) —p(t)c(d)] = 0
0 0 L 0
Com isso, )
Lp(t)s(0)
£VS3 = 0
0

17
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Dessa forma, a velocidade absoluta de P é determinada:
o) - At c(eq

Laws@) (o) [Ee® :
v = { 0 } + {o} + Rs(9) |(t) — B(t) c(6)
0 0 —RB(t)s(0) s((t))
LA(t)s(6) + Rc(6) [é(t) —B(1) C(")}
4V = Rs(0) [9(t) = A(1)c(0)
—RB(t)s(0) s(o(t))

e Aceleracao Absoluta de P

De forma analoga ao caso da velocidade, para determinar a aceleragao através do teo-
rema cinematico, é necessario aplicid-lo de forma recorrente, pois estamos lidando com
um sistema composto por mais de um sistema movel estabelecido.
I P 1 as S P, IS I S3 . S 1,53 y Say P
52 =g 3+ a+ a3><5p +S2w3><(32w3><53 )+2 LW X gV
I ]

(8) @ ®) ' © 0

0
(4) gz P = {0}, pois ndo ha variacio de gSpP,

0
(5)
égz) égz) é:(f)
sia® x 2p" = 3(1)d(t)s(0)  Bt)s(6)  b(t) — Bt)c(6)
Rs(¢(t))  —Rc(4(t) 0
Re((1)) |d(t) — Be(0)
= Rs(6(t)) |$(t) — Be() :
—Rs(0) |B(1)s(6(1)) + B c(o(1))]
(6)

/\

~Rs(6 <>>[ B2+ 3(6)° = 28(1)(t) ()]
= Re(6) |9(t) — B(t) c(6)] ;
RA(1)s(0) c((1)) (1) c(0) — ()]

0 0
(7) 2 glws xg {8},p01s gzvp {8},

(8) Para determinar esse termo, é necessario aplicar o teorema cinematico novamente:
I,Ss — IgS2 | SagSs | I,S2 SaSs IS0 I,,82 ., S2 Ss W2 % S2ySs
5,8 = s a |+32a +5,a7? X Zp7 4w X | g,w”? X Zp +232 X gv
L I L I

(8.1) (8.2) (8:3)

(8.1) gla% = {

(8.4) (8.5)

o O O

}, pois SgpSZ nao varia com o tempo;

18
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0
(8.2) 3 32 a%s = {0 p, pois as origens de Sy e S3 sdo coincidentes e essa situacio nao
0
muda com o tempo.

e &f? &) LA(t)s(0)
(8:3) gl x % =| 0 B(t)s(0) —H(t)c(0) ={ 0 }
0 0 L 0
(8.4)
e el Cx

oot x (o x ) =
0
= {—Lﬂ( )?c(6) 8(9)};
—Lp(t)*[s(0)]?

0 0
(8.5) 2 glw2 x v = {0}, pois o2 v = {O}
0 0

Com isso, a aceleragao absoluta da origem do referencial S3 pode ser descrita a

seguir:
0 0 LA(t)s(6) 0 0
Sgas3:{0}+{0}—|—{ 0 }—F{—LB( )2 c(6) 5(9)}:{0}
0 0 0 —LAt)[s(0)) 0
| Lp(t)s(0) |
| sya = —Lp(t)% () s(6) ¢ |
| —LAt)*[s(0))* } |

Logo, a aceleragao absoluta da particula P é descrita totalmente na base Ss:

Lﬁ(t)s(@) 0 Re(o(t)) (t) 50(9)
sy =4 —LB(t)2c(0) s(8) ¢ + 40 ¢ + Rs(4(t)) |9(t) — Be(9)
“LOSOF ) 00| rso) [B)s(o0) + B0 (o)
—Rs(6() [B(0)? + d(0)° = 2800 c0)] ]
+ Re(8) [d(t) = A(t)c(0)] + {8}

RA(t)s(0) c(o(1)) [B(t) c(6) — ()]

Suprimindo a notagéo temporal 7 (¢)”:

I_P __
Sza -

L s(0) + Re(d) [ = Be(0)] — Rs(g) [ + 32 256(0)
Rs(6) [6~ Be(0)] + Re(0) [6— Be ()} ~ LEc(0) w)
5(0) {82 [Re(0) c(6) + Ls(8)] — RBs(6) — 2R3 (o

¢ Obtendo as mesmas grandezas na base |
Para obter as mesmas grandezas na base I, alguns caminhos sao possiveis:

(1) A primeira alternativa é utilizar as matrizes de transformacdo de coordenadas nos
resultados ja obtidos:
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I P _ qT . I,P I P T T, I P
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a =Ts-ga — ja =T; -Ty ga

(2) A segunda alternativa é transformar a descrigéo do vetor posigao para uma descri¢ao
na base I e deriva-lo uma vez para obter a posi¢ao absoluta na base I, e uma segunda
vez para obter a aceleragao absoluta na base I:
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